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The system of compressible non-isentropic Euler equation with damping in R3 in the present paper. The
global existence and uniqueness of classical solutions are obtained when the initial data is near its equilibrium.
We also show that the pressure of the system converges to its equilibrium state at the same L2-rate (1 + t)−
3
4
as the Navier-Stokes equations without heat conductivity, but the velocity of the system decays at the L2-rate
(1 + t)−
5
4 , which is faster than the L2-rate (1 + t)−
3
4 for the Navier-Stokes equations without heat conductivity
[3].
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∂tρ + ∇ · (ρu) = 0, （质量守恒方程）
∂t(ρu) + ∇ · (ρu ⊗ u) + ∇p = −aρu, （动量守恒方程）
∂t(ρE ) + ∇ · (ρuE + up) = −aρu2, （能量守恒方程）
(1.1)
其中(t, x) ∈ [0,∞) × R3。这里ρ，u = (u1, u2, u3)t 和p分别表示流体的密度，速度，压强。其中，
总能量E = |u|
2
2 + e，e为内能。常数a > 0代表摩擦系数。本文中，我们仅考虑多方理想气体的
情况，所以流体的状态方程可以表示为：
p = Rρθ , e = cvθ.
其中R > 0，cv > 0分别表示通常的气体常数和单位体积热量。
在等熵的情形下，s为常数，则方程(1.1)转化为：

∂tρ + ∇ · (ρu) = 0,
∂t(ρu) + ∇ · (ρu ⊗ u) + ∇p = −aρu,
(1.2)









































p∇ · u + u · ∇p = 0,
∂tu + (u · ∇)u + ∇pρ = −au,
∂ts + (u · ∇)s = 0,
(1.4)
其中ρ = ρ(p, s)由(1.3)式表示。注意到(1.4)是一个双曲型方程，它的衰减是由阻尼项产生的。
我们在R3中考虑方程组(1.4)具有以下初始值的Cauchy问题，






Wm,q(R3)：代表Sobolev空间，其中m ≥ 0，q ≥ 1。当p = 2时，记为Hm(R3)；
|| · ||m,q：为Sobolev空间Wm,q(R3)的范数，当m = 0时，简记为|| · ||Lq；
|| · ||m：为Sobolev空间Hm(R3)的范数，当m = 0时，简记为|| · ||；
|||A|||：表示矩阵范数，若A = (ai j)ni, j=1，定义|||A||| = max{
n∑
i, j=1
|ai j|, |ai j|, i, j = 1, 2, · · · , n}；
〈·, ·〉：表示L2(R3)空间中的内积；
Λr：表示拟微分算子，定义为Λr f = F −1(|ξ|r f̂ (ξ))，r ∈ R；
curl w：表示一个N阶矩阵，其元素为(curl w) ji = ∂x jwi − ∂xiw j，其中w = (w1,w2, · · · ,wN)T；
∇l f：表示函数 f的l阶全微分，其中l ≥ 0为任意整数，∇ = (∂1, ∂2, ∂3), ∂i = ∂xi , i = 1, 2, 3,



























引理1.1. 若r1 > 1，r2 ∈ [0, r1]，则下式成立：
∫ t
0













(1 + t − θ)−r1(1 + θ)−r2dθ






(1 + t − θ)−r2(1 + θ)−r1dθ






(1 + t − θ)r1−r2(1 + t − θ)−r1dθ
≤ 2
r2
r1 − 1(1 + t)
−r2 ,
和






(1 + t − θ)−r1(1 + θ)−r2dθ
≤ (1 + t
2
)−r2 × 1










记为v = Λ−1div u，把不可压部分记为ω = Λ−1curl u，则向量u可以分解为：
u = −Λ−1∇ v − Λ−1div ω (1.7)
证明： 因为
div curl u = 0,
∇ · div u = ∇ · ∇ u = ∆u
Λ2u = F −1(|ξ|2û) = F −1(−|iξ|2û) = F −1(−∆̂u) = −∆ u
所以
−Λ−1∇ v − Λ−1div ω = −Λ−1∇(Λ−1div u) − Λ−1div(Λ−1curl u)
= −Λ−2(∇ div u + div curl u)














引理1.3. 若 f ∈ H2(R3)，则有以下不等式成立：
(i) || f ||L∞ ≤ C||∇ f || 12 ||∇ f ||
1
2
1 ≤ C||∇ f ||1;
(ii) || f ||L6 ≤ C||∇ f ||;


























其中ρ∞ = ρ(p∞, s∞)。
作如下的变量代换： 
p = p + p∞,
u = κ1u,




∂t p + κ2∇ · u = F,
∂tu + κ2∇p + au = G,
∂ts + κ1(u · ∇)s = 0,
(p, u, s)|t=0 := (p0, u0, s0)→ (0, 0, 0) as |x| → ∞,
(2.1)
其中 
F(p, u, s) = − (R+cv)κ1cv p∇ · u − κ1u · ∇p,
G(p, u, s) = −κ1(u · ∇)u − 1κ1 ( 1ρ − 1ρ∞ )∇p.
我们定义Cauchy问题的解空间和解的范数为：
X(0,T ) = {(p, u, s); p, u, s ∈ C0(0,T ; H3(R3)) ∩C1(0,T ; H2(R3)),
∇p ∈ L2(0,T ; H2(R3)), u ∈ L2(0,T ; H3(R3))},
和
N(0,T )2 = sup
0≤t≤T




对于任意的0 ≤ T ≤ ∞。关于H3空间中解的局部存在唯一性可采用Kato[17]或Majda[19]的
方法构造。
引理2.1.(局部存在性) 记(p0, u0, s0) ∈ H3(R3)满足下述性质
inf
x∈R3














则存在一个依赖于N(0, 0)的正常数T0，使得Cauchy问题(2.1)有唯一的解(p, u, s) ∈ X(0,T0)，且
满足N(0,T0) ≤ 2N(0, 0)和
inf
x∈R3,0≤t≤T0
{p(t, x) + p∞} > 0.
为了证明具有初始小扰动的光滑解的全局存在性，我们考虑解的全局先验估计。
引理2.2.(先验估计) 记(p0, u0, s0) ∈ H3(R3)和(p0, u0) ∈ L1(R3)。假设Cauchy问题(2.1)有解(p, u, s) ∈
X(0,T ),其中T 是一个正常数。则存在一个与T无关的小常数ε > 0和常数C1，若
sup
0≤t≤T
||(p, u, s)(t)||3 ≤ ε, (2.2)




(||∇p(τ)||22 + ||u(τ)||23)dτ ≤ C1||(p0, u0)||23, (2.3)
||s(t)||3 ≤ C1||(p0, u0, s0)||3eC1K0 , (2.4)
其中
K0 = ||(p0, u0)||L1∩H3 . (2.5)
进一步，存在常数C2，使得对于任意t ∈ [0,T ]，解(p, u, s)具有衰减估计
||p(t)|| ≤ C2(1 + t)− 34 , (2.6)
||∇p(t)||2 + ||u||3 ≤ C2(1 + t)− 54 , (2.7)




∂t p + κ2∇ · u = 0,
∂tu + κ2∇p + au = 0,
∂ts = 0,
(p, u, s)|t=0 := (p0, u0, s0)→ (0, 0, 0)当 |x| → ∞.
(2.9)
我们利用霍奇分解来分析方程组(2.9)的前面两个方程。
由v = Λ−1div u，可以得到Λv = div u，将Λv = div u带入(2.9)1，得：















Λ−1div(∂tu) + Λ−1div(κ2∇p) + Λ−1div(au) = 0
其中
Λ−1div(∂tu) = ∂t(Λ−1div u) = ∂tv,
Λ−1div(κ2∇p) = κ2Λ−1div(∇p) = κ2Λ−1(∆p) = κ2F −1(|ξ|−1∆̂p)
= κ2F −1(|ξ|−1|iξ|2 p̂) = κ2F −1(−|ξ| p̂) = −κ2Λp,
Λ−1div(au) = aΛ−1div u = av,
故(2.9)2可转化为：
∂tv − κ2Λp + av = 0, (2.11)
将算子Λ−1curl作用于方程(2.9)2，得：
Λ−1curl(∂tu) + Λ−1curl(κ2∇p) + Λ−1curl(au) = 0
其中
Λ−1curl(∂tu) = ∂t(Λ−1curl u) = ∂tω,
Λ−1curl(κ2∇p) = κ2Λ−1curl(∆p) = 0,
Λ−1curl(au) = aΛ−1curl u = aω,
故(2.9)2可转化为：
∂tω + +aω = 0, (2.12)
通过上面变换，我们把线性方程组(2.9)的前面两个方程转化为(2.10)-(2.12)，即：

∂t p + κ2Λv = 0,
∂tv − κ2Λp + av = 0,
∂tω + aω = 0.
(2.13)
由引理1.2，可以得到下述关系：

















引理2.3. 记U0 = (p0, u0) ∈ Hl(R3) ∩ L1(R3)和U = (p, u)满足方程组(2.9)的前两个方程。记v :=
Λ−1div u和ω := Λ−1curl u. 则存在常数C，使得，对于0 ≤ |k| ≤ l，下式成立。
‖∂kxω(t)‖ ≤ Ce−at‖U0‖k, (2.14)
‖∂kx p(t)‖ ≤ C(1 + t)−
3
4− |k|2 (‖U0‖L1 + ‖U0‖k), (2.15)
‖∂kxv(t)‖ + ‖∂kxu(t)‖ ≤ C(1 + t)−
5
4− |k|2 (‖U0‖L1 + ‖U0‖k). (2.16)
证明: 首先给出关于ω的估计。
由于ω满足(2.12)式，所以可得ω = e−atω0，又因为Λ−1curl为零阶算子，所以
||ω||2k = e−at||ω0||2k ≤ Ce−at||u0||2k ≤ Ce−at||U0||2k
即(2.14)式成立。
下面我们主要估计方程(2.13)的前两个式子，即估计(2.10)和(2.11)式。
方程(2.10)和(2.11)的Cauchy问题解V = (p, v)t通过半群理论可以表示为：

















A(ξ)的特征多项式为λ2 + aλ + κ22|ξ|2 且该多项式具有两个不相等的根：




























































λ+ − λ− 和 P− =
A(ξ) − λ+I







 Q − λ−Q
−1IQ
λ+ − λ− =
Q−1

λ+ − λ− 0
0 λ− − λ−
 Q











 Q − λ+Q
−1IQ
λ− − λ+ =
Q−1

λ+ − λ+ 0
0 λ− − λ+
 Q























etA = eλ+tP+ + eλ−tP−,
通过直接计算，我们可以得到高斯函数G(x, t) = etB的傅里叶变换Ĝ(ξ, t)的确切表达式：


























−a , |ξ|  1, (2.19)
eλ+t − eλ−t
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